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PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Durég : 4 heures

On désigne par E Tespace vectoriel des applications f de [0, 4+ oo dans R,
continues et vérifiant la propriété suivante :
) JaueR, IMelO, + [, I2,€[0, + o[, VieR,
| € > t)=(|fO)] < Me)
On désigne par F Pensemble des applications définies sur un intervalle de R,
a valeurs réelles.

I

1° Montrer que les applications définies par les relations suivantes, pour ¢ posi-
tif ou nul, sont des éléments de E :

fl.'t'-—»i
foit— t® (pour n € N, n non nul)
So 1t — €% (pour C € R)
GGt _ -Ct
fo it shCt = ¢ 23 (pour C € R)

S it —sin Gt (pour C € R)
Les deux applications suivantes, définiés pour ¢ positif ou nul, par :
fi it — e’
et |
St et
sont-elles dans E?

~+ ©

2° Montrer que 'intégrale généralisée e~ % dt est convergente pour «
q g g [4 p

v o
strictement positif. Donner sa valeur.

Montrer avec les notations de (I} que pour toute application f de E, Pintégrale

+
généralisée f
0

i o

o
e * | f(t)| dt est convergente pour x strictement supérieur

2
Soit D Tensemble des réels x pour lesquels Pintégrale généralisée

+ o
f e *|f(t)| dt est convergente.
0

Démontrer que :

Vx,€R, Vx,€R, (x,eDetx, > x,) = (x,€D)

En étudiant I'existence d’une borne inférieure de D dans R, montrer que D est
soit R, soit un intervalle de 1a forme JA, 4+ oo[ ou [A, 4+ oof.

3° Soit L P’application de E dans F, qui a tout élément f de E, associe ’appli-
cation L[ f] définie par :

++ @
L[f]:x-—»]o e~* f(f) d¢ pour xeD

Démontrer que les applications L[f], L[f.), L[f.), L{f,] et L[f] sont
définies par :

L[fl]:x»—»% sur ]0, + oof .
n!
L[fz]::\:»—»;‘-m sur JO, + oo

L[fa] A — sur ]C, + oof

L[f‘]:x.s-»;cz—-c——fzsur]lC[,—}— oo pour C # 0
L[f]:x L sur J0, + oo pour C # 0
6l * - %% 4 C? ’ p

On prendra soin de vérifier que les intervalles de définition D, des applications
L[f] pour i = 1, 2, 3, 4, 5 sont ceux indiqués.

IT
1° Soit f, et f; deux applications quelconques de E.

Si L[ f,] et L[f.] sont définies respectivement sur D, et D,, démontrer que :
Vi eR, Ya,eR, YxeD, nD,,
L p‘xfl + Azfz] (x) =X, L [f:] (x) +2A, L [fz] (x)

.../...

.96.



—3-
2° Soit f une application de E.

a. Supposons que f est dérivable et que f’ appartient a E.

Notons D et D’ les intervalles de définition de L[f] et L[f].

Montrer que, si %, est un élément de D N 1, on a la relation :
Va >z, LIf 1) =2 L[f1() - f0)

(on pourra déduire ce résultat de la convergence des intégrales généralisées

>+ 0 »+ O
’ e~ %t f(1) dt et j e~ %t f' (1) dt,
Vo 0

et de I’hypothése x, < x).

En déduire que cette relation est vraie pour tout réel x de D N D’, sauf
peut-étre pour la borne inférieure éventuelle de D N D’ dans R.

b. Supposons que f est deux fois dérivable, et que £’ et f” appartiennent 4 E.
Notons D, D’ et D” les intervalles de définition respectifs de L[ f], L[f'] et L[ f").

Montrer que si , est un élément de D N D’ N D’, on a la relation :

Vx>, LIfTe)=2"LIf1®) - 2f0) ~ f(0)

En déduire que cette relation est vraie pour tout x de D A D’ N D", sauf

peut-étre pour la borne inférieure éventuelle de D N D’ N D” dans R.

c. Généraliser les résultats obtenus aux 2° a et 20 b & une application f de E,
n fois dérivable, et telle que ses n premiéres -dérivées f', f7, ..., f(r=D, f(m
appartiennent a E.

Que devient la relation liant L[ /"] et L{[f] dans le cas ot
SO =S/ = o = fP(0) = 70D (0) = 07

(n appartient 4 N et 7 non nul).

IIT
On désigne par L (E) I'image de Vapplication L.

On admettra que L définit une bijection de E sur L (E) et on notera L* la
bijection réciproque.

1° Soit F, et F, deux applications quelconques de L (E), avec F, = L[f]
et F, = L[ f,]. Notons D, et D, les intervalles de définition de F, et F,.

g
Définissons I'application A, F, + A, F, sur D, n D, pour deux réels quel-

conques A, et A,, et supposons que D, N D, est aussi U'intervalle de définition de

LIS+ Mfil -
Montrer, avec ces hypothéses, que A, F, + A, F, appartient 2 L(E), et que :

L7 [\ F, +2,F] =A L *{F,] + », L™ [F,].

2° Soit (&,) Péquation différentielle
Yty - 2y=et
avec les conditions initiales y (0) = 0 et y' (0) = 1.
a. On se propose de trouver, grice a I’application L, une solution y de (6,)

sur Pintervalle [0, + oo[ vérifiant les conditions initiales et telle que y, " et y"
appartiennent i E.

Pour cela, on appliquera L aux deux membres de 1’équation (6,), et on en
déduira L[y], notée Y, puis y grice aux relations de la question 3° de la premicre
partie.

Déduire de cette solution y définie sur [0, + oo, la solution de (6,) définie
sur R entier, et vérifiant les mémes conditions initiales. -

b. Retrouver ce résultat en résolvant (&,) par une méthode classigue.

3° Soit (6,) le systéme différentiel
(71 =2y, — 3y,
[ y2 = = 2y, + 7.
avec les conditions initiales ¥, (0) = 8 et ¥,{0) = 3.
a. On se propose de trouver, grice a P'application L, un couple solution

(1> ¥2) de (&,) sur Vintervalle [0, - oo, vérifiant les conditions initiales et tel
que ¥,, ¥1, ¥, et y; appartiennent 3 E,

“En appliqua;lt L aux deux équations de.(8,), trouver deux relations liant
Y, = Lly)] et Y, = L{y]]
en déduire Y, et Y,, puis y, et y,, définies sur [0, + oo
en déduire enfin le couple solution de (&,) défini sur R entier, et vérifiant les mémes

conditions initiales.

b. Retrouver ce résultat en résolvant (6,) par une autre méthode.

FIN
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